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Einleitung Einleitung Verwandte Arbeiten Ziele

Einleitung o

Nachweis von Programmgleichheiten unter polymorpher Typisierung
(Anwendung z.B. Korrektheit von Compileroptimierungen)

?
(if z then z else z) ~ x

Kontextuelle Aquivalenz

@ basiert auf operationaler Semantik
@ natiirlicher Gleichheitsbegriff fiir Programme

@ Gleichheitsnachweise i.a. aufwandig,
es gibt mehrere Beweismethoden.

Parametrischer Polymorphismus

@ Weit verbreitet in Typsystemen funktionaler Programmiersprachen

@ Ausdrucksstark aber entscheidbar (Hindley-Milner)
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Einleitung Einleitung Verwandte Arbeiten Ziele

Verwandte Arbeiten und Vorarbeiten o

Kontextuelle Aquivalenz in getypten Kalkiilen
@ Gordon, TCS, '99: simply typed PCF, Bisimulation
e Pitts, MSCS, 2000:
Poly PCF, impradikativer Polymorphismus, logical relations

@ Voigtlander, Johann, TCS, 2007:
PolySeq = Poly PCF + Seq, logical relations

@ Johann, Voigtlander, 1&C, 2009:
PolySeq + Failure, logical relations

4

Eigene Vorarbeiten

@ determ. Schmidt-SchauB, Sabel, Schitz, JFP,2008,
nicht-determ. Sabel,Schmidt-SchauB,MSCS,2008

o Call-by-need, letrec, ungetypt

@ Syntaktische Beweisverfahren zum Korrektheitsnachweis

v
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Einleitung Einleitung Verwandte Arbeiten Ziele

Anforderungen / Ziele wond

O (Korrekt-getypte) Programmgleichheiten des ungetypten
Kalkul gelten auch im getypten

@ Anwendbarkeit von (getypten) Programmtransformation kann
lokal entschieden werden.

© Die (syntaktischen) Beweisverfahren fiir den ungetypten
Kalkil konnen nach Ubertragung/Anpassung im getypten
Kalkiil benutzt werden.
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Syntax Polymorphe Typisierung Semantik

Haskell-ahnliche Kernsprache

@ Ausdriicke E
E =V |(EE)|AV.E|(seq E E)
| (letrec Vi =FEy,...,V, =E, in F)
| (ci E1...Eu,)) | (casex E of Alty... Altjp,)
Alt; = ((CZ Vi... Var(ci)) -> E)
@ Dg = Menge von Datenkonstruktoren zum Typkonstruktor K

e Kontext C = Ausdruck mit Loch [-] an Ausdruckposition.

e C[s] = Einsetzung von s in das Loch von C

4

Syntax von Typen
o nicht-quantifiziert: T ::= X | (T — T) | (K T1 ... Ty (k))
wobei K Typkonstruktor

@ quantifiziert: VX1,...,X,.T oder kurz VX.T

y
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Syntax Polymorphe Typisierung Semantik

Die polymorph getypte Sprache o

Lprc

@ Lprc = Menge von wohlgetypten L Ausdriicken

o pradikativ parametrisch-polymorphe Typisierung:
Polymorphe Typen nur fiir letrec-Variablen
(andere Variablen monomorph)

@ getypte Terme haben Typmarkierungen an allen Untertermen

@ V-Quantoren nur an letrec-Bindungen
letrecz VX T =s5:1T',...

@ Berechnung der Typmarkierungen z.B. Typherleitungssystem

Weitere Notationen

o Getypte Kontexte C[:: T7:
Kontext mit Typmarkierung am Loch

@ Type-Erasure (t) € Lyc:

Ausdruck ¢ nach Loschung aller Typmarkierungen
-
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Syntax Polymorphe Typisierung

Operationale Semantik e

no

> auf ungetypten Termen

Normalordnungsreduktion (call-by-need) >

Anwenden von Rewriting-Regeln an Reduktionspositionen (markiert durch &, vis)
(Ibeta) C[((Az.5)%uP 7)] — C|(letrec x =1 in s)]

(cp) letrec x = v ... C[z"¥] — letrec z =P ... C[v'¥]
wobei v € {z, )\l’.s, (cxy...2n)}

(case) C[(case P of ...(c->5)...)] — CJs]

(llet-e) (letrec Envi,x = (letrec Envy in s5)*UP in t)
— (letrec Envi, Enva,x = s int)

v

Operationale Semantik fiir getypte Terme

o Reduziere die Type-Erasure (t)

e WHNF: (letrec Env in v) oder v, wobei v = A\x.s oder v = (¢ s1...5p)
o Fiir ungetyptes t: ¢ |, gdw. t — ¢/ und t' ist WHNF.
o Firt € Lprc it |no gdw. €(t) Lno
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Gleichheit Definition Programmtransformation Ungetypte importieren

Kontextuelle Aquivalenz e

Kontextuelle Approximation <7 und Gleichheit ~
Fir Ausdriicke s,t :: T':

Syt gdw. VC[ ::T]:Cl[s] € Lprc < C[t] € Lprc

s<rt gdw. s, tA VYC[ ::T)],(Cls] € Lprc) :
(e(Cls]) Ino = (C[t]) Ino)

s~rt ogdw., s<rpt A t<rps

Auf ungetypten Termen

s <t gdw. YC: C[s] |no = C[t] lno und ~=<nN>
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Gleichheit Definition Programmtransformation Ungetypte importieren

Programmtransformationen cormne 2

Getypte Programmtransformation P

@ binare Relation auf Lpo

e (s,t) € P = s,t vom gleichen Typ
@ Pp: Restriktion von P auf Typ T

4

Anwendbarkeit

Anwendbarkeit ist lokal moglich aufgrund der Typ-Markierungen
Cls:T] —C[t = T

P ist korrekt gdw. fiir alle (s,t) € Pr gilt: s ~p t.
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Gleichheit Definition Programmtransformation Ungetypte importieren

Ubertragung von Gleichheiten aus dem Ungetypten it

Falls e(s) ~ (t), s,t :: T und C[s] =y C[t], dann C[s] ~p C][t].

Damit lassen sich bekannte Gleichungen aus dem ungetypten
Kalkul “importieren”
[Schmidt-SchauB,Sabel,Schiitz 2008, Schmidt-SchauB 2007]

@ Alle Reduktionsregeln sind korrekt.

@ Weitere korrekte Programmtransformationen, z.B.

o Garbage Collection (gc),

letrec &1 = $1,...,&p = S, int — t falls x; € FV (¢)

e Kopieren von Ausdriicken (gcp)

letrec z = s, Env in Clz] — letrec x = s, Env in CJs]
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Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints Kontextlemma

Wie getypte Gleichungen beweisen? cormne 2

Die syntaktischen Verfahren (Diagrammtechnik, Kontextlemma)
im ungetypten Kalkul fihren Induktion auf Reduktionsfolgen durch,

Anforderung innerhalb dieser Verfahren
C1,P
Ci[s] —— Ci[]
| |
| no | no

Y Y
Ca[s'] 25 [t

ungetypt
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Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints Kontextlemma

Wie getypte Gleichungen beweisen? cormne 2

Die syntaktischen Verfahren (Diagrammtechnik, Kontextlemma)
im ungetypten Kalkul fihren Induktion auf Reduktionsfolgen durch,

Anforderung innerhalb dieser Verfahren

Cils L@l[] e(Cafs : T)) ZEPL ot = 1)

I no | no
Y N
’CQ ¢ Ca[#/] ) gyt

ungetypt getypt 7
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Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints Kontextlemma

Korrektheitsbeweis getypter Gleichungen e
Ansatz fiir getypte Gleichungen
Cy[::T],P;
Cy[s :: T M(&[t 2 T
| |
| tno | tno
/V  Co[=T"], Py /V 0
Cols' : T') ———= Ca[t/ :: T']

tn

%, auf Typ-markierten Termen

Normalordnungsreduktion

o 2 nimmt Typmarkierungen mit und passt diese an.

o Ziel: % moglichst einfach

@ Statt Typherleitung benutze Constraints an die Typmarkierungen

@ Wohlgetypt = Constraints an die Typmarkierungen sind erfiillt
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Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints K¢

Typ-Constraints

ontextlemma

GOETHE g

UNIVERSITAT

letrec id = (A\z.x),
((Az. y = (Aw.(id z)) | ) Nil)
in (y (id TrueB°°l))
bt(z) =b bt(id) =Va.a —a bt(z) =[] bt(w)=d bt(y) =VYe.e — [

@ Variablen haben einen eingebauten Typen bt(z) =T

@ Variablen: Fiir jedes Vorkommen z :: S und S =< bt(z), Lambda- und
Pattern-gebundene z :: bt(x), wobei bt(z) nicht quantifiziert.

@ Fiir jeden Unterterm s: Typmarkierung ist MonoTp(s)
(fiir Konstruktoren ¢ und seq: Instanz von typeOf(c) (bzw. Va,b.a — b — b))

@ Fiir jede letrec-Bindung x; :: bt(x;) = t; :: T; gilt bt(x;) I VX.T;
wobei MonoTp(t;) =T; und X = FTV(T;) \ (UzeFV(tl_) FTV (bt(z)))
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Techniken Problem Getypte Reduktion Kontextlemma

Typ-Constraints cormn B

letrec id "% = (Azb.2?),

((AZ[C] . yVe e—[c] — ()\w (Z-d[c]A[c] z[c])) ) Nil)
in (yBool—>[C] (ZdB°°1_'B°°1 TrueB°°1))

bt(z) =b bt(id) =Va.a —a bt(z) =[c] bt(w)=d dt(y) =Ve.e —|[]

@ Variablen haben einen eingebauten Typen bt(z) =T

@ Variablen: Fiir jedes Vorkommen z :: S und S < bt(z), Lambda- und
Pattern-gebundene x :: bt(x), wobei bt(z) nicht quantifiziert.

@ Fiir jeden Unterterm s: Typmarkierung ist MonoTp(s)
(fir Konstruktoren ¢ und seq: Instanz von typeOf(c) (bzw. Va,b.a — b — b))

@ Fiir jede letrec-Bindung x; :: bt(x;) = t; :: T; gilt bt(x;) X VX.T;
wobei MonoTp(t;) = T; und X = FTV(T) \ (Upepv i) FTV (bt(2)))

David Sabel: Reasoning about Contextual Equivalence in Polymorphically Typed Calculi 13



Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints Kontextlemma
Typ-Constraints el
letrec id V3-@—0 — (\z? z?),
(A2l yveeld = Ol (idlel=le ) |) Ni1)
Am (yBoolﬂ[c] (idBool—>Bool TrueBool))
bt(z) =b bt(id) =Va.a — a bt(z) =[] bt(w)=d bt(y) =Ve.e — [
@ Variablen haben einen eingebauten Typen bt(x) =T
@ Variablen: Fiir jedes Vorkommen z :: S und S =< bt(z), Lambda- und
Pattern-gebundene x :: bt(x), wobei bt(z) nicht quantifiziert.
@ Fiir jeden Unterterm s: Typmarkierung ist MonoTp(s)
(fur Konstruktoren c und seq: Instanz von typeOf(c) (bzw. Va,b.a — b — b))
@ Fiir jede letrec-Bindung x; :: bt(x;) = t; :: T; gilt bt(x;) I VX.T;
wobei MonoTp(t;) = T; und X = FTV(T) \ (U,epy i) FTV (bt(2)))
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Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints Kontextlemma
Typ-Constraints s
letrec id "9~ = (\zb.2?),
(A2l yveeld = Q. (idld-l 2)) ) Nil[c])
in (yBoolﬂ[ c] (,LdBoolﬂBool TrueBOOl))
bt(z) =b bt(id) =Va.a —a bt(z) =[] bt(w)=d bt(y) =Ve.e — [c]
@ Variablen haben einen eingebauten Typen bt(z) =T
@ Variablen: Fiir jedes Vorkommen z :: S und S =< bt(z), Lambda- und
Pattern-gebundene x :: bt(z), wobei bt(x) nicht quantifiziert.
@ Fiir jeden Unterterm s: Typmarkierung ist MonoTp(s)
(fiir Konstruktoren ¢ und seq: Instanz von typeOf(c) (bzw. Va,b.a — b — b))
@ Fiir jede letrec-Bindung x; :: bt(x;) = t; :: T; gilt bt(z;) < VX.T;
wobei MonoTp(t;) =T; und X = FTV(T;) \ (UIeFV(m FTV (bt(z)))
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Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints Kontextlemma

Typ-Constraints ne
letrec id"*%~% = (Azb.2?)b~?,
(A2l yVeeld = Oad, (Zd[c]—>[c] [c])[c])da[c] [ehylel=le] yiqlel)je
in (yBool—»[ c] (ZdBool—>Bool TrueBool)Bool)[c]
bt(z) =b bt(id) =Va.a —a bt(z) =[] bt(w)=d bt(y) =Ve.e — [
@ Variablen haben einen eingebauten Typen bt(z) =T
@ Variablen: Fiir jedes Vorkommen z :: S und S =< bt(z), Lambda- und
Pattern-gebundene x :: bt(z), wobei bt(x) nicht quantifiziert.
@ Fiir jeden Unterterm s: Typmarkierung ist MonoTp(s)
(fir Konstruktoren ¢ und seq: Instanz von typeOf(c) (bzw. Va,b.a — b — b))
@ Fiir jede letrec-Bindung x; :: bt(x;) = t; :: T; gilt bt(x;) X VX.T;
wobei MonoTp(t;) = T; und X = FTV(T) \ (Upepv i) FTV (bt(2)))
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Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints Kontextlemma

Typ-Constraints cormn B

letrec id Y3-A—0 — (\zb z0)0—b,

(()\Z[C] yVee—>[c] _ ()\wd(ld[c]ﬂ[c] Z[c])[c])d—>[c] [C])[C]H[C] Nll[c]
in (yBoolﬂ[C] (idBoolﬂBool TrueBool)Bool)[C]

bt(z) =b bt(id) =Va.a —a bt(z) =[] bt(w)=d bt(y) =VYe.e — [

@ Variablen haben einen eingebauten Typen bt(z) =T

@ Variablen: Fiir jedes Vorkommen z :: S und S =< bt(z), Lambda- und
Pattern-gebundene x :: bt(z), wobei bt(x) nicht quantifiziert.

@ Fiir jeden Unterterm s: Typmarkierung ist MonoTp(s)
(fiir Konstruktoren ¢ und seq: Instanz von typeOf(c) (bzw. Va,b.a — b — b))

@ Fiir jede letrec-Bindung ; :: bt(x;) = t; = T; gilt bt(z;) < VX.T;
wobei MonoTp(t;) =T; und X = FTV(T;) \ (Uzepv(ti) FTV (bt(z)))
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Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints Kontextlemma

Getypte Normalordnungsreduktion ne
@ Reduktionsregeln wie vorher
@ Typanpassung in fast allen Fallen offensichtlich.
@ Ausnahme (cp):
letrecz=v:T,...Clz = 5]...
— letrecx =v = T,...Clp(v) :: 5]
wobei p den Typ von v richtig instanziiert

letrec id"* =% = (\zb.g?)0~?

in (Z'dBool—»Bool True)

— letrec id"®0 o = \gb 20
in (/\‘,L,l%ool.xliool)Bool—»Bool True)
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Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints Kontextlemma

. tno ETHEQ
Eigenschaften von — Dy
Korrespondenz von —2 und Lno,

Fir s :: S gilt:
o s % ¢ impliziert ¢ : S und e(s) =2 e(t).

o £(s) 2% t impliziert 3t' :: S: s 1%, ¢ und ety =t

Theorem
Fir s,t 2T s <pt gdw.
s &gy t und VC[- : T :,Cls] € Lpro : ((C[s]) Ltno = (C[t]) ltno)

| A

: ) . t
— Korrektheit von Transformationen kann mittels —
nachgewiesen werden
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Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints Kontextlemma

Beweistechniken

Definitionen

Programmtransformation P ist
e F'V-geschlossen gdw. fiir alle (s,t) € P: FV(s) = FV(t)

@ p-geschlossen gdw. P F'V-geschlossen und
fir alle (s,t) € P : (p(s),p(t)) € P

Transformation P ist F'V-geschlossen = P C  =&y.

Kontextlemma fiir Lp; ¢

Fir p-geschlossenes P:
Wenn ¥(s,t) € P und alle Oberflachenkontexte S:

S[s] € Lprc = (S[s] ltno = S[t] ltno)-
Dann gilt fir alle T: Pr C <p
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Techniken Problem Getypte Reduktion Typ-Constraints Kontextlemma

Beweistechnik: Diagramme o

Gabel- & Vertauschungsdiagramme

Vollst. Darstellung der Reduktions- und
Transformations-Uberlappungen und Zusammenfiihrbarkeit

PSS PSS
| |
tnoi tno,k’ tno,k’ itno,kﬁl
rel rel

PS PS
S[s] 22 s s[s) 72 81
° S[S] \Lt’n,o = S[t] ltno f,n,oi/ | tnok’ tno,k’ ! \Ltno
A v
o Sft] Lo = S[s] lino R R
Kot:lltextlemma PT g ~ tno,* :tno.* tno,*: tno,*
fir Lprc / Y , /
S~ 5>t S 5>t

PSS

WHNF WHNE  WHNF 7 wWHNF
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Beispiel: Typabhangige Programmtransformation

(1dL)-Transformation

(caserist s of (Nil->Nil) ((Cons x zs)->(Cons z xs)))
— s (List 7))

Diagramme

(IdL,S) (IdL,S) (IdL.S) (IdL.S)
| - -
tnol./ - jn:v tnoJcasei-/ _ /(I/dL.S) tno case\l/ _ f_qcp)+,(gc) tno\l/ L~ tno
(I1dL,S)
(1dL,S) (1dL,S) (1dL,S) (IdL,S)
tno ‘ tnoi/ tno,lcase ‘ -7 tno,case | -7 > \Ltno
v~ ! ’ Vg “(dL,s) V. Tgep)to(ge) o™ LY
(1dL,S)
v
Proposition
Wenn ¢ :: (List T) <5 ¢/ :: (List T), dann ¢ t
ennt:: (List T) — t':: (List T), dann t ~i5¢ 1) t'.
v

David Sabel: Reasoning about Contextual Equivalence in Polymorphically Typed Calculi



Fazit und Ausblick corre

UNIVERSITAT

Kontextuelle Aquivalenz fiir parametrischen Polymorphismus

Syntaktische Beweismethoden mdglich

Korrektheit von getypten Programmtransformationen

Wesentliche Technik: Typmarkierungen und Typvererbung

Weitere Gleichheiten / Programmtransformationen

Erweiterung auf nicht-deterministische Kalkile mit may- und
must-Konvergenz

Beziehung zur Hindley/Milner Typisierung
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